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YBOI

OcHoBe Teopuje cTaOMIHOCTH YBEO je pyckn Matemarndap Jbamyros 1892. rogume y
CB0j0j MOKTOpCKO] auceptanuju Obwaa 3adava 06 ycmotvusocmu dsustcenus . O
TaJa, Teopuja CTAOUIHOCTH, KA0 TEOpHja KOja MpPOydaBa MOHAIIAILE PEIlerha CHC-
remMa JudepeHIjaJHuX jeJIHaYMHa [IPU MaJIMM 1epTypoalmjaMa 11o4eTHUX yCJI0Ba,
MPOHAIILIA je IPUMEeHEe y Pa3IudTuM 00JIaCTHMa MaTeMaTHKE.

Jomr o7 jJaBHUHA TMO3HATO je Jia CTAOW/IHUM PABHOTEKHUM CTALHMa OJITOBApajy
JIOKQJTHA MUHAMYMH MOTEHIIHjaHe eHepruje.

Hwumb oBor pajia je Ja ce yCIOCTaBH U YONIITH Be3a u3Mely eHepruje u cTabuIHOCTH
paBHoTexke kopucrehu nojam JbanyHoB/beBux GyHKIIM]ja U pelIaBambeM JIudepeniim-
januux jepnaunna nopeMmehenor kperama Koja ce nobujajy npu MajuM neprypbanu-
jama. Takobe, y oBoMm paJy jiajeMo u Jioka3 PayT-XypBUIIOBOT KPUTEPUjyMa,KOjU je
caM 10 ceOM BeOMa 3aHUMJBMB MaTeMaTHIYKN MPOOJIeM U 3a OHe MaTeMaThdape Juja
HpUMapHa 00JIaCT MHTEPecOoBamha HUje TeOpHja CTAOUIHOCTH, V3 IMOMON KOora JIako
IpPOBePaBaMO CTAOUITHOCT BPJIO CIOYKEHUX CUCTeMa Koje je ToHeKa I u Hemoryhe ersa-
KTHO pemuTu. EdurkacHocT kpurepujyma rnokasyje ce Ha Kpajy pajia Kpo3 npuMeHy
y peaJiHuM MEXaHUYKUM TPOOIeMIMA.
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YBOJHHA IIOJMOBU M3 JIMHeapHe
aJjireope

2.1 BexkTopcku npocTropu

Hedbunnmumja 2.1.1. BekTopcKuM mpocTopoM HaJ mo/beM K HaszuBamo ckym V
ca olepalnjaMa cabuparba U MHOXKerma ejleMeHTuMa K Koja 3a710Bo/baBajy cieneha
CBOjCTBA:

1. (V,+) je AberoBa rpyma;

2. Ma+b) = Aa+ Ab;

3. A+ pwa=XNa+paszacse \,u€ K,acV;

4. (Ap)a= A(pa)3acee \,u € K,aeV,

h. la=a3z3acseacV;

ITpumep 1. Ckyn K" 3a npousBoJbHO 1oJbe K ca omnepanujama jgeduHHCAHIM Kao:

(ay,a9,...;a,) + (b1, bay ..., by) = (a1 + b1, a9 + bay ...y @y + by),
May, ag, ..., a,) = (Aag, Aag, ..., Aay,).

2.2 Marpuie

Hedunnnumja 2.2.1. Marpuiiom tuMeH3uje m X n HaJ Mo/beM K Ha3uBaMO IPaBOYTaOHY
TabJIMILy ca m BpCTa U 1 KOJIOHA U ejieMenTuMa u3 K. YobuuajeHo je jia ce ejieMeHT
y IPeceKy BPCTe ¢ U KOJIOHEe j O3HaJaBa Ca a;; IIa ce MaTpuia A 3amucyje Kao:

3



4 2. VYBoaHHU TIOjMOBH U3 JIMHEapHE ajredpe

ajp a2 - Aip

Q21 Q22 -+ A2p
A=

Am1 Am2 - Omp

win ckpaheno kao A = (a;;) . 3a marpuue ce ounepanuje cabupama, MHOKEHHA
CKaJIapOM M MHOKEIba JBe MaTpuile JedUHUIITY Ha Caejenn HAYNH:

1. 36up marpuna A u B jeanakux aumensuja je marpuna A + B = (a;; + b;j).
2. TIpoussog marpune A u ckanapa A € K je marpuna AA = (Aa;;)

3. Ipoussox marpune A = (a;;) numensuje mXxn u marpute B = (b)) aumensuje
n X p je marpuna AB = (¢;) AuMeH3uja m X p YUjU ce eJeMeHTH J00Ujajy 1mo
caenehoj dpopmysn

n

Cik. = E aijbjk:

j=1

ITpumep 2. Huje reniko jokazaru Jia CKyll UCTOAUMEH3MOHUX MATPUIA HAJ| HEKUM
MOJ/bEM U Ca MPETXOHO JeDUHUCAHUM OlEpaljaMa YUHU BEKTOPCKU IIPOCTOD HA/L
TuM noJbeM. Hawma he 6utn nmocebHO mHTepecanTan caydaj kaga je K =Rum =n
Tj. MPOCTOP peaTHuX KBaIpaTHuX MaTpuia (Hajame R™ ™). O oBuM MaTpuiama je
Haj/TaKIle pa3MHUII/baTH Kao O JUHeapHUM mpecanKaBambuMa u3 R™ y R™ .

2.3 ComncrBeHe BPEeaHOCTU M COIICTBEHU BEKTOPU

Hedunnnnuja 2.3.1. Heka cy M € R™*™ | v € C"\ {0} u A € C 1akBu ja Baxku
Mv = Av.
Taja ce \ Ha3uBa COIICTBEHA BPEOHOCT, & V COIICTBEHM BEKTOP Mmarpuue M.

IMocieauma 1. AkKo ¢y A U V COICTBEHA BPEJIHOCT U COICTBEHH BEKTOD MaTPHILE
M Tana je

(M =X)v=0



2.3. ComncTBeHe BPEJHOCTH U COIICTBEHU BEKTOPU 5

Hedbunnnmumja 2.3.2. Heka je A concrBena BpejaHocT Marpuie M, Taja CKyI
Ex={v:(M—-X)v=0}

30BEMO COTICTBEHUM ITPOCTOPOM COIICTBeHEe BpeanocTu A. Huje Temko npoBepuTn aa
COTICTBEHH TPOCTOP OMJIO KOje CONCTBEHE BPEIHOCTH 3aKMCTa jeCTe BEKTOPCKH MPOC-
TOD.

Hapeane gumenunie o CONCTBEHUM BPEJIHOCTHMa HaBOJAUMO Oe3 jgokasa. Heka je A
comncTBeHa BpegHocT Matpute M. Tama je:

e 1+ ) concrrena Bpemnoct marpuie [ + M

e — )\ corcrBeHa BpejiHOCT MaTpuie — M

a) concrBeHa Bpeanoct matpuie alM , a € R

1

Y COIICTBEHA BPEJHOCT MATPUIIE M1

e \" concrena Bpegnoct marpure M"

Axo marpuryy M — A1 3anuimeMo Kao n y3acTOMHUAX CTYOAI-MATPHIIA Vi, Vg, -+ + , Vp &
BEKTOD V Kao (L1, Xg, -+ ,X,) ©MaMO y ., 2;v; = 0, ogakiie 1o0ujamo aa cy KOJIOHe
OBe MaTpHIle JJMHEAPHO 3aBUCHE, CTOTA HeHa JerepMmuHanTa Mopa outn 0. C npyre
cTpaHe, MO3HATO je ja je detA = 0 ako u camo ako KerA # 0. Jlakse, HAIILIA CMO
eKBUBAJIEHTAH YCJIOB Ja HEKa BPEJHOCT Oyle COINCTBEHA:

det(M — \I) = 0.

Hakon pa3Bujama jerepMuHaHTe H00UjaMO IMOJUHOM N-TOI CTENEHa KOjU Ce Ha3uBa
KapaKTEePUCTUYHU MOJINHOM.
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Hedunuiiuje ctabnJIHOCTU

Hexka je xperame MexaHWYKOD CHCTEMa OIMCAHO cJiegehumM cucreMoMm AndepeHIu-
JAJTHUX jeTHAUMHA:

yi:}/;(t7y17y2a"' 7yn)7 (Z:1a7n)

rje cy y; Op3uHe, KOOp/iMHATe WK I'eHepaHo OujIo Koje PYHKIMje OBUX BEJUUMHA.
Pann kommakTHOCTH 3anuca, Kopuctuhemo 3amuc npeko nx 1 marpune y7 = [y, Yo, ... Yn]-
Pacrojame uzmehy jiBe oBakBe Besin4unne JaepUHUIIEMO Ko

dist(y,y') =>_ lvi — vl
i=1
Jedbununuja 3.0.1. Kperame [uHAMHYKOTD CHCTEMA KOME OJT0OBapa MapTHKY/IapHO
pemmeme y = u(t) 1j. y;(t) = u;(t) (i = 1,...,n) je crabuano no JbamyHoBy ako:

(Ve > 0)(36 > 0)(Vt > to)(dist(y(to), u(te)) < & = dist(y(t), u(t)) < ¢)

rae je to MOYeTHH TPEeHYTAK.
YBohemwem cmene X(t) = y(t) — u(t) nobujamo HOBY jeaHaqYHHY:

x = X(t,x)
=Y, x+u(t)) - Y(tu())

Caza ce Hag x Moze ysect nopMa ||x(t)|| = dist(y(t), u(t)) aprukyrapaom per-
ey y = u(t) omrosapa MapTHKYJAPHO pemerse X = 0 U y HOBUM KOODJMHATAMA
jebununmja crabusaHocTy 10 JballyHoBY nMa 00JIUK:

(Ve > 0)(30 > 0)(Vt > to)(|[x(to)|| < 0 = ||x(t)]| <€)

6



CrabunraocT 1o JbamyHOBY rapaHTyje Ja ce CHUCTeM 3a JOBOJBHO MAaJjd TOYETHU
nopeMehaj Haja3m yHyTap Heke e-cepe TOKOM IIeJIOT CBOT KpeTama. Kama 3a-
XTeBAMO JIa Yy OECKOHAYHOCTH CHCTEM 3aBPIMU Y PABHOTEKHOM IMOJOXKAJY, TMaMO
caesiehy acuMITOTCKY JAePUHUNU]Y CTAOUITHOCTH:

Hedbununmuja 3.0.2. Kperame Koje je cTabWIHO 1O JbamyHOBY U pu KoMe je :

lim ||x(¢)[| =0

t—o00

Ha3MBaMO aCUMITOTCKU crabunauM. Paznuky u3mehy oBux kpurepujyma je Hajoobe
MPEeJICTABUTH NeOMETPUJCKIM:

. N\ AN
;- / \\_ N
// / Ve ~ \
/ ‘:"' ,rl \ \ b\ \
— \ j — ﬁJ
\ \ ! | /
AR 4 / J
N /
N R /
AN 4
AN Py
Cumka 3.1: PapBHOTEXHH IT0JI0XKA] Cunka 3.2: PaBHOTEXHHU IT0JI0XKA]
je crabuan o Jbamynosy je acumrnToTcku crabuaan

[TocmaTpaMo JiBe myTare TAKO3BAHUX PEMPE3eHTATUBHUX Tadaka. 10 cy Tayke
KOje y TpeHyTKy t 3ay3mmajy mosioxaj x(t) y R™. O6e nyrame cy crabuine 1o
JbamyHoBYy , ajiu TpBa HHje ACHMIITOTCKYU CTaOWIIHA.
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JbanyHoB/beB JUPEKTHU METO],

V cBom paxy n3 1892. pyckm maTemarndap JbamyHos ! je mpemcTaBmo m gokazao
HU3 TeopeMa y KOjIMa je Ha OCHOBY HEKHMX OcOOWHA Tako3BaHUX .JbamyHOB/peBUX
dyuKIEja cucteMa audepeHIujaJ HuX jeJHATnHA MOrao Ja TBPIAU Ja JH je CHCTeM
crabusian y JbamnynospeBom cvuciy. OBaj MeTO[| ce HA3UBA JMPEKTHUM 3aTO MITO
ce He OCjlalba Ha pelllaBarbe JUHeapHe alpOKCHMAIlfje Y OKOJUHU TapTUKYJIapHOT
peremba, Beh camo Ha Haja)keme oirosapajyhe JbanyHnossbeBe dynkimje.

Hexka je

:L.'i :Xi(a”'la"[?)‘“al’n) (Z: 1’27”'771) (41)

cucteM gudepeHnujannux jennaduna rae X; (i = 1,...,n) ne 3aBuce ont, ax =0
JEIHO FHeroBO HMAPTUKYJIAPHO perrerhe. CTabUIHOCT pellerha ce MOCMATPa y HEKOj
okosmHN Tauke 0:

Un = {x | [Ix]| < h}

Hedunnnnja 4.0.1. Heka je V (1,9, ...,x,) = V(X) peanna dbyuriuja gedbun-
ncana y n1aroj h okonunu tauke 0. 3a dbyukuujy V KazxkeMo Ja je mo3UTUBHO (HETaTHBHO)
JjiecbuHUTHA aKO:

1. V(x) je mempekujHa U jeJIHOBHAYHA HA CBOM JIOMEHY;
2. V(0) = 0;

3. mocroju d-okoauna Uy tauke 0 y kojoj Baxku V' (x) >0 (V(x) <0)3ax € Uy
ux#0.

Ako MaJsio ocsabumo Tpehu yceioB, go0ujamMo jeany mupy Kjaacy (GyHKIHja Koje ce
HA3WBajy MO3UTUBHO(HeraTuBHO) ceMuedunuTHe QyHKIH]e.

L Anexcanap Muxaiimosny Jlamyros (1857-1918)



Hedbunnumja 4.0.2. Heka je V(xy, 29, ...,x,) = V(x) peanna dbyukuuja geduH-
ucana y naroj h okosuau Tauke 0. 3a dyHKuHjy V KazkeMmo j1a je mo3uTuBHO (HEeraTHBHO)
ceMuaepUHUTHA, aKO:

1. V(x) je HempekujHa U jeJIHOZHAYHA HA CBOM JIOMEHY;
2. V(0) = 0;

3. mocroju d-okosmmua Uy tauke 0y kojoj Baxku V(x) >0 (V(x) <0)3ax e Uy
ux # 0.

Ouuresno je na je dynkuuja V(x) neratuBao JedbUHATHA aKO U cAMO aKo je —V (x)
Ho3uTUBHO JepunurHa na hemo ce yoyuyhe upu nzyuasamwy jedunurnux GyHKiuja
dokycupaTn camo Ha ITO3UTHUBHE.

IIpumep 3. Ilocmarpajmo aBe pyHKIH]e:

V(z1,29) = 25 + 513
Koja je ounto () camo 3a r1 = 29 =0,

V(zy,m9) = (21 — 29)?
KOja je yBeK HeHeraTwuBHa, aju je 0 KaJ rof je r; = X

(a)
Va

:I.r:z

&,

Cauka 4.1: Jlebumurae n cemunedurntre dbynkmmje: (a) V (w1, z2) = 23 + 53

(6) V(x1,22) = (21 — 22)?



10 4. JbanyHOBJ/bEB JUPEKTHU METOJ,

4.1 CBojcrBa nedpmHUTHUX (PYHKIHja
Jlema 4.1. Heka je V(x) nedunurna dynknuja. Cse jeanaqune obamka
V(x)=C

nedbunnnty 3arBopeHe xumnepnospiin y R™ 3a moBosbHO Maje Bpeanoctn C.

Jlokas: Owae najemo uaejy u Bpjo HedoOpMasiaH I0Ka3 W OCIAHAMO Ce HA WHTY-
HTHBHY IpeJCcTaBy O 3aTBOpeHHM IospmuMa y R? jep je dbopMasino BpJo Temko
VOIIIIITE YBECTH M0jaM 3aTBOPEHE XHUIIEPIOBPIIIH.

Younmo p-cepy (= {x||x|| = p}) u nocmarpajmo pecrpukimjy V, dynkrnuje V
Ha Ty cdepy. 36or KomnaxTHoCTH cdepe 30aM0 Ja Ha Toj cepu bynknmja V, goc-
THKe MUHUMAaJIHY BpeaHocT m. Heka je cama C' < m u mocMaTpajMo PecTPUKIA]y
Vox dyuknuje V na npoussosphy nosyupasy OX, rje je O KOOpAUHATHU [IOYETAK,
a Tauka X je Ha cdepu. 3060 HENPEKUIHOCTH, IOCTOJU TadKa X HA IMOJYIPaBOj
OX koja 3agoBobaBa V(x) = C. Kako je X 6mra mpomsBo/bHa Tauka Ha cdepn,
3aKJbydyjemo Ja ce xunepuospin V(x) = C' Hajia3u y HOTIYHOCTH Y YHY TPAIIBOCTU
chepe u cBaka mosrynpasa kpo3 O je cede. OBUM 3aK/bydyjeMo jia Ta MOBPIIT MOPa
6wty 3aTBOopeHa. Ha comuan HadwH 3akibyayjemo na ce 3a C < C mospm V(x) = C4
HaJa3¥ y MOTIYHOCTH yHYTap nospmom V(x) = C.

V=C

Cimxka 4.2: lloppmm V(x) = C

MozkemM0 TocMaTpaTH U KpeTame pelpe3eHTaTUBHE TauKe Koje 3a10B0/baBa MOYeTHN
CUCTeM jeTHAUYMHA KpeTama 1 33 JOBOJHHO MaJie ToMepaje 0/ pABHOTEXKHOT TTOI0Kaja
y CBAaKOM TPEHYTKY CBOI' KpeTamwa ce Hajia3u y obsiactu jiepuHucaHocTu pyHKImje
V. Axo je dyuxnuja V mudepennujabuiHa, UCIOCTaB/ha Ce Jia je 33 UCIUTHBAE



4.2. Teopeme JbamyHoBa 11

CTaOUJIHOCTH PpABHOTEXKe BPJIO KOPHCHO Pa3sMaTpaTu IbeH IPAJIUjeHT :

ov oV ov
vV = (8&:1’ Oxy 7 8:6”)

Kao 1 u3BOJ V 10 BpeMeHy:

& _Vde,  OVdr, o OVdz.

dt — Ory dt  Oxe dt Oz, dt
oV ov oV

- X 4 — Xyt X, =
0r, 1t 0o 2+ +8xn

=VV-u

r7ie je u Op3uHa penpe3enTarnBHe Tadke. OBaKBa WHTEPIPETAIHja M3BOJA MO BPE-
Meny JbanynosibeBe dyHKIHje jgaje HaM A00pYy MHTYUINA]Yy O TOME KaJa je CHCTeM
crabuian. PeruMo j1a ¢MO HaILId HEKY IO3UTUBHO JiebUHUTHY DYHKIU)Y YUjH je
U3BOJ, 110 BPEMEHY CTPOro HeraTwBaH. laja je yrao mzmel)y Op3uHe M IpaJujeHTa
KOjH je 3a MO3UTBHO jJeduHuTHE (DYHKIHjE YBEK YCMEpPeH Ka CHOJbAIIOCTH XUIep-
nosprn V(x) = C, na je 6p3uHa yBeK ycMepeHa Ka YHYTDAIIbOCTH MOBPIIH, T.
Teso ce Kpehe mpema moBpmmMa ca MambuM BpegHocTuMa C') ma CAMUM THM U TeKN
PaBHOTEKHOM TI0JI07Kajy.>

4.2 Teopeme JbamyHoBa

Teopema 4.1. Ako je 3a cucrem jesnaqnHa Kperaba (4.1) moryhe nahu nedunurHy
dbyukmujy V(x) unju je n3Boj 10 BpeMeHy CympoTHOT 3Haka o V wiw je jeanak 0,
oHja je pememne x = 0 crabusno 1o JbamnyHnosy.

0Ka3: Marberba ONMIITOCTH MeTIIOCTAB/HAM je V mo3uTuBH UHATHA 1
Bes ymamema o oc eTIocTaB/baMo Ja je V' 1mo3 0 Je a
dv _

% < 0. 3a maro nosurusHo € mocMarpamo e-okommny U = {x|[|x|| < €} n € -cdepy,

Se = {x]||x|| = €}. 36or 3arBopenocTr n KoMHakTHOCTH Ccepe Gynkiuja V' Ha 1mOj

jgocruke crporo nosutuBan MuHEMyM &. Kako je V(0) = 0 u V je mempekumHa
MOCTOjU )-OKOIMHA TaKo Ja Baxku X € Us = V(x) < €. Caza je 10BOBHO y3eTH 12
ce CUCTeM y HOYeTHOM TPEeHYTKY tg Haja3u yuyrap J-okojune. Kako je V omazgajyha
dbyHuKIHMja n0 BpeMeny u y moderHoM TpeHYTKY je V(x(to)) < £, dynknuja Hukazna
He MO¥Ke u3ahu u3 e-okoymHe. O

20Bue ce ocnamaMo Ha HHTYUNH]Y KOjy HMAaMO y ABOAUMEH3HOHAJIHOM H TPOJMMEH3HOHATHOM
CAy4ajy, KaJa Cy y MHUTAY CIOJBAINKE U YHYTPAIlhe HOpMase Ha xuneproepimu. OHe cy mMory
¢dbOpMaIHO YBECTH ¥ y BUIIIEINMEH3NOHAIHUM CJIy9ajeBUMA.
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Teopema 4.2. Ako je 3a cucrem jegHavuna Kperama (4.1) moryhe nahin nedunurny
dbyuknujy V(x) auju je u3BozA M0 BpeMeHy CYyIpPOTHOT 3HAKA 011 V' | OHJIA je pelnemne
x = 0 aCUMNITOTCKHU CTaOUIIHO.

Joxas: Tlo mpeTxoaHOj TeopeMu, 3a CBaKO € MOCTOjH § < € TaKO Ja aKO je CHCTEM Y
HEKOM TPEeHYTKY V 0 -OKOJIMHH, TOKOM IIeJIor ¢BOT Oyayher kperama he ce Hajga3uTu
y € -oKoImHM. [akiie, ako pelleme HAje aCHMITOTCKH CTabUIHO, MOpa IOCTOjaTh ¢'-
OKOJIMHA Y KOjy cucTeM HHUKaI Hehe yhu. Mcro Tako, 360T MOYETHHX YCI0BA TOCTOJU
€-0KOJIMHA U3 Koje TeJio Huka/1a nehe nzahu. /lakie, resio ce kpehe ynyrap 3arBopene
kommakTHe obaactu U, \ Uy TOKOM TIeJIOT CBOT KpeTama. Kako cMo m3Boj GyHKIHje
V' 1o BpeMeHy ycmenm Ja M3pa3suMO CaMO MPEKO HeHUX NapIHjaJHAX U3BO/AA IO
r; 1 PpyHKIHja X; KOjU IO MOYETHUM IIPETIIOCTaBKaMa He 3aBHuce OJ1 t, UMaMO Ja
byukmmja

awv oV ov oV

—_— =X+ — - Xo+ .. .
dt o0xy 1+ 0o 2+ +8.€L'n

JIOCTUZKE CBOj CTPOTO HETAaTWBHW MHHMMYM V Ha TOj 3aTBOpPeHOj mospmu. Jlakme,
V(x(t)) < V(x(to)) + v(t — ty) mro je 3a JOBOJHHO BEJIUKO t OUUTO HETATHBHO.
Konurpanukimuja! O]

Xn = ‘/1(3717 T2, l’n)

Oyukmuja V' Koja 3a/10BO/baBa yCJIOBE HEKe O] IIPETXOJHUX TeopeMa Ha3UBa ce
JbanynoBseBa dynkmuja. llperxoane mBe Teopeme cy HaM jaBaje YCJIOBe MPH
KojuMa cy Heku cuctemu ctabunuu. Creneha Teopema faje yciaoBe mpHu KOjuMa Cy
peliema HecTabu/THA.

Teopema 4.3. Ako je 3a jennaunue kperama (4.1) moryhe mahu dynknujy V(x)
YUjU je W3BOJ, IO BpeMeHy % nedbunutHa QyHknuja, a V je negedpunnraa GyHKIHja
wiu AedpunuTHa DYHKIH]a KCTOT 3HAKA Kao % oHJIa je pelrere X = 0 HecTabUIHO.
Jokas: OmabepumMo HEKO € TaKO Ja je dd—‘t/ nebuHuTHO (663 yMamemha ONIITer M03-
urusHO) Ha U.. IlpermocraBumMo Jia 3a TaKBO € HOCTOjH 0 TAKO Ja HX(tQ)H <6 =
Hx(t)” < € TOKOM mesior Kperama. Kako V' nuje merarwBHO jeMHUTHA, TOCTOjU
noueTHH no/102kaj X (fo) Tako aa 0 <||x(te)|| < 6 m V(x(ty)) > 0. Ipernocrapumo aa
je 6a1r To movYeTHH MoJI0¥kKaj Hater cucteMma. Kako je V' crporo pacryha HenpekuniHa
dynknuja, Mopa IOCTOjaTu (L TAKO Ja ce CHcTeM HUKaJa He Habe y U,,-okomunu. 360r
HenpekuanocTH, nocroju U, tako na x € U, = V(x) < V(x(ty)) , na xaxo V pacre
ca BPEMEHOM, CUCTeM HHMKaja He Moxke Ooutn y U, oxomunu. [laxie, cucrem je cse
BpeMe ¥ 3aTBOPEHOj KOMTAaKTHOj obmactn U, \ U,. Candano Kao y MPeTXoaHoj Teo-
pemu, & nocrike nosntusHn MunMyM v ma je V(x(t)) > V(x(to)) + v(t — to) na
he cucrem 3a 10BOBHO Beiuko t curypuo m3ahm u3 U,.. [lakie, cuctem Huje crabu-
JIAH. [
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Kpurepujymu crabujHocTu
JIMHEeapHUX CHUCTeMa

HcnoctaB/ha ce ma je y MeXaHHIM JaKO BayKHO M3ydaBambe CHCTEMa Y OKOJWHHI
IbUXOBUX PABHOTEXKHUX TOJIOXKaja. HepeTKo ce y OKOJIWHHW CBOJUX PABHOTEXKHUX
[0JI0Kaja CUCTEME MOTY JITHEAPU30BATH Tj. AlPOKCUMUPATH Au(EPEHITUjaTHOM je/I-
HAYMHOM OOJIMKA

x = Ax

roe A € R™*™,
Mozke ce moKa3aTu Ja je OMIITH OOJUK Pelllerha je/IHe OBaKBe MAaTpUUHe Tudep-
eHTUjaJHe JeJITHAYUHE

A A

X (t) = creMluy + cpe?ug + - - - etiuy,

e Cy A1, Ag, -+ A\, COICTBEHE BPEIHOCTH, a Ujp,Us,- - U, ojroBapajyhm com-
crenn BexTopu Matpuine A !, Kako je marpuma A peanna m KapaKTepUCTHUHH
HOJUHOM MOPA HMATH peaJiie KoepUuInjeHTe 1ma mherope KOMILIEKCHE KOPeHe MOZKeMO
ynaputu ca oaropapajyhum konjyraruma. Takohe, m3 Au = Au KoHjyroBamem
BUJAMO J1a je yIpaBo il CONCTBEeHH BeKTop o A (jefal oj1 CONCTBEHHX BEKTOpA,
ATl MOYKeMO HPEeTIOCTABUTH Ja ce Galll OH T0jaBibyje y JIMHeApHO] KOMOUHAIIU]H).
Bes ymamerma omrer MoxkeMo u mpermoctaputi |w;| = 1,Vi = 1,--- n. Cana
MOZKEMO YIIAPHTH CabupKe y3 A = p +ig u A = p — iq y x (t) u gobujamo u3pas
ePt(aeu + be~*i). Kako ce pamum 0 peaaHOM CHCTEMY OBaj OOJHK Ce 3alpaBo
comn Ha eP'(acos(qt) + bsin(gt)). PaBHOTexka cucreMa je acCHMIOTOTCKH CTAGHIHA
ako x (t) — 0 xkaga t — co. OBako J0Ja3UMO 10 KJBYYHOI KPHTEPHjyMa CTabmJI-
HOCTHU PaBHOTEZKE:

! nerapnuja ananmsa cucrema auHeapHUX TudEPEHINjaTHIX jeHaYNHA TOCTYTHA HIIP. Y [5]

13
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1. PaBHOTEXKHHU MM0OJI0Ka] HEKOT MEXaHHMIKOI CHCTEMa je ACUMITOTCKH CTAaOUIaH
aKo CBe CcoIICTBeHe BpejgHocTu Marpuile A koja ce j106uja leroBoM JIMHeapu3alii-
JOM y OKOJIMHU TOT TOJI0YKaja NMajy HEeTaTUBaH peaJjiaH Jieo:

Re(N\) <0, Vi=1,---,n

2. Papnorexkuu nosioxkaj je HecradbuaaH ako 6ap jeHa COICTBEHA BPEIHOCT UMa,
MMO3UTUBAH PEAJIaH JIe0:

Re(\;) >0,3amek0 7, 1 <i<mn

3. Ako mocroju jegHo mau Buire \; tako ga je Re(\;) = 0, 1m0k cBe ocrase
COIICTBEHE BPEHOCTH MUMAjy HeraTwBaH peasiaH Jie0, CHUCTeM je cTabuaaH 110
JbamyHOBY, aii He MOpa OUTH ACUMITOTCKH CTAOWJIaH.

JeITHOCTaBHUM Pa3BUjabeM KapaKTePUCTUIHOI IIOJIMHOMA JI00KjaMo Jia je oTpedbHo
IPOBEPUTH KA A HyJIe TOT MOJTMHOMA NMajy HeraTuBaH peasa mneo. OBaj ycjioB, HAKO
eJeMeHTapHo (POPMYJIHCAH, HIje HUMAJIO JIAKO TPOBEPUTH 33 TOJMHOME BEJTUKOT CTe-
eHa 4uje HyJie He MOXKEeMO eKCILTHIUTHO Hahu. Y 0BOM paJjy IpeJcTaB/baMo JIBa
KPUTEPHUjYMa 33 IPOBEPY OBOT' yCJIOBA.

5.1 IIpBu Kpurepujym

Osie mpeicTaB/baMo KPUTEPUjyM CTAOMIHOCTH KOJH je 3HAYAJHO JIAKIIH 3 JI0KA3 O/1
caeneher, a mpurom ce mosuBamo Ha paj [10].
Teopema 5.1. Heka je

n

fl)=a"+a2" "+ +a,= H(a: )
i=1

HOJINHOM ca peaHuM Koedunujenruma. CBe HyJIe OBOT IIOJHHOMA UMa]y HEraTHBAH
peasiai J1e0 aKO W CAMO aKO TMOJUHOM f(x) W MOJHHOM

gx)= [ @-2z-2)

1<i<j<n
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UMajy cBe KoeUIujeHTe MO3UTHUBHE.
Jlokaz: (=) Kako f(z) uma peanne koedurmjeHTe MOKEMO YIAPUTH KOHjYTOBaHe
HyJ1e

(x— 2)(x — 2) = 2° — 2ax + o® + B%

rae je z = a+ i,z = a — i u 3anucaru f(x) y obauKy

fa) =]+ e) [+ 202+ by)

( J

rae cy ai, b;, ¢; € RT o Bujerosum dopmynama, na f(z) 04uTo nMa HeHeraTuBHe
koedurjenTe. A HCTH MOCTYIAK MOZKEMO NPUMEHHTH U Ha ¢(X) TOIITO U Eherone
HyJIe MOpajy WMaTH HeraTuBaH peajan 1eo. Jlakie, jegan cMep JI0Kas3a je 3aBpIIeH.
(<) Kako f(z) u g(z) umajy nosurupie KoedHIHjeHTe OIUTO HE MOTY UMATH MO3-
UTHUBHE peasHe KopeHe. AJM aKO HeKH KOpDeH 2z mojuHoMa f(r) MMa HO3HTHBAH
peajiaH JIeo M HeHyJla UMaruHapaH Jieo taja ¢y u z u z kopenu f(x) na je z + 2
KopeH ¢(x),a yjeHo u mo3uTuBaH peajan 6poj. Konrpamukimjal ]
[TosHaro je na cy koedunujentn nommaoma f(x) ynpaso FbyTHoBe cumerpudne cyme
KOpeHa, ajid MoKa3syje ce Ja cy u KoedunujenTu moamnoma () rakohe cuMeTpudH
10 KOPEHNMa T1a ¢e MOTY H3PasuTH MpeKo Koedwunujenara noauaoma f ().

3amarak 1. Hahu npumep nmosmHoma ca MO3UTUBHUM KOEMPUITUJEHTUMA KOJjU UMa
HYJIy ca MO3UTUBHUM DEATHHUM JI€JIOM.

Pememse 1. [Tonunom p(r) = 2?4223 4222 +102+25 = (22 —22+5)(2® +4x+5) =
(x —1—2i)(x — 1+ 2i)(x + 2+ i)(zr + 2 — i) ounTO NMA MO3UTHBHE KoedHULIUjeHTe,
ajam uMa u Hyay 1+ 2¢ Koja mMa TTO3WTHBAH peajaH jeo. Jlakie, Apyru ycJoB je
3aMCTa HEOIXOJIAH.

5.2 JIpyru Kpurepujym
Hexka je
flx)y=a2"+a 2" '+ +a,= H(m—zj)

MOHMYAH ITOJHHOM Ca peasHuM Koedunmjentnma. Heka je monmmromy f(x) nomespena
MaTpuIia

a; 1 0o 0 0 O0--
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rjie 3a m > n Baxu a,, = 0. OBa MaTpuia ce 30Be XypBUIIOBA MAaTPUIA ITOJTAHOMA.
Hexka cy rytaBHE MUHOpPH OBe MaTpHIIE :

A1 = das, AQ - “ L ) T An - anAn—l

a3z a2

Monuyan peaJjian 1OJIMHOM YHje CBe HyJIe UMajy HeraTUBaH peaJiaH J1eo 30BeMo Xyp-
BHUIIOBUM TosimHOMOM. llcnocrasiba ce jta cy Munopu XypBHIIOBE MaTPUIE BPJIO KO-
PUCHU TIPH ITPOBEPHU 3HAKA PEAJHUX JIeJI0Ba HYJIa HEKOT MOJUHOMA Y3 nmoMoh ciejiehe
TeopeMe:

Teopema 5.2. (Payr?-Xypsun?®) Cse nyJe nounoma f(r) mMajy HeraTHBAH PeaJaH
JIe0 aKO M CaMO aKO Cy CBH IJIABHE MHHOPH Herope XypBHIOBE MATPHUIE MO3UTUBHH:

Ay >0, Ay>0 --- A,>0

OBJie TIpeIcTaB/bAMO HAIIl JTOKA3 KOjU ce ociaama Ha pajgose [2] u [3]. Opurunannu
XypBHIOB J0Ka3 JOCTyNaH je, Ha npumep, y [9] .

Jlokas:  Axo je f(z) XypBuIoB, OHJa CBU FHErOBH KODEHH JieXKe yHyTap HEKOD
HOJIYKPyTa JIOBOJbHO Beaukor mosynpednnka ® = {z : Re(z) < 0N |z| < R}.
[TonuuoM f*(2) yBOAMMO KAO :

fra)=7" =" 4t (=) "an = (-1)"f(—2)
u Heka je moauaoM Fy(z) cremena n + 1 medunucan ca:
Fo(2) = (24 o) f(2)

rje je ¢ Heka no3uruBHa Koucranra. llojmbnom Fy(z) je XypBUIOB aKO U CaMO aKO
je f(z) Xypsurnos jep nopes kopena f(z) mMa jorr u HeraTHBaH peajaH KOPeH —C.
[TocmaTpajmo cajga dbaMuanjy moJanHOMA

Fu(@) = (z + o) f(2) + pzf(2)
re ce mapamerap i Mema ox 0 o 1.

JIema 5.1. Iomunom Fi(z) = (2 +¢) f(2) + 2f*(2) je XypBHIIOB aKO H CaMO aKO je
f(2) XypBuros.

Jlokas: TIpermocrasuMo n1a je Tauno jexan on Fi(z) u Fy(z)(a camum tum u f(2))
Xypsunos. OuuTo ce HEMPeKuTHUM MemameM napamerpa i of 0 go 1 'yse oaro-
Bapajyhux nomunoma F), HenpekuHo Kpelly nmo xommiekcHoj pasuu. Kaxo ce bap

2Edward John Routh(1831-1907)
3 Adolf Hurwtiz(1859-1919)
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jemHA HyJIa HaJAa3HW ca pa3andIuTuX cTpaHa P Ha MOYETKY W Ha Kpajy WHTepBaJa ,
300 HENIPEKUJIHOCTU U 3aTBOPeHOCTH KoHType ® Mopa nocrojatu F),(z) dmja Hy1a
JesK| DAl HA KOHTYpU. PaszMoTpuMo MpBO ¢Iydaj ma Ta Hyda uMa Moaya |z| = R.
Kako je Bogehu koedunujent oBor nomunoma 1+ p, a u cBu Apyru KoepuimjenTu c;
ce MOT'Y 0/I03T0 OTPAHWIUTH HEKOM KOHCTAHTOM C' 110 ArrCoIy THO] BPeTHOCTH, TMaMO

R"—1
R—-1

(I4+p)R" = [(14p)z"| = [ca-12" " Hepoo2™ 24| < |C|(14|z]+- -]z = |C]

3a 10BOJBHO BeJUKO I 0Ba HejeHAKOCT OUWTO HUje TadHa. Jlakie, octaje moryhaocT
J1a je KOpeH Ha mMarnHapHoj ocu. Hexka je z = b, b € R. Heka je

f@)=(=—r)(z=m) - (@—m)l@—&)( - &)z - &)@ — &) (v - &)z - &)

rae cy r; peanHe, a & KOMIUIEKCHe HyJle. )
Kako je [ib—1;| = |—ib—r;|, a |(ib—&)(ib—&)| = [(—ib—&;)(—ib—&;)], 3aKibyqyjemo

|[F(ib)| = [ (ib)|
Kako je F),(2) = 0 umamo:
(24 ) f(2) = —pzf"(2)

[(z+ ) f(2)] =] = paf*(2)]
[(z + [ f(2)| = [pz]| [ (2)]
VB + & = plb|

b 1
NGE
[Tocneama jeanakoct ounto Huje Moryha y3 yeaoB 0 < pu < 1. O

Ocrarak 0Ka3a M3BOJMMO HHIYKIIUjOM II0 CTEIICHY HOJUHOMA. 3a IIOJTHHOME CTe-
neHa 1 TBpheme je OYMIJIEHO jep je jeJlMHH KopeH —ai. lIpermocraBumo ga je
TBpheme TaYHO 3a CBe MOHWYHE MOJUHOMe cTereHa n. Jlokazahemo ja je Tauno 3a
CBe MOHHMYHE IIOJIMHOME CTEIeHa 7 + 1.

3a nmouerak hemo mokazarTu jia ce CBAKM MOHUYAH XYPBHUIOB TOJIUHOM CTemeHa 1+ 1
MOXKe TTpeJCTaBUTH Kao

(z+ ) f(2) + 2f*(2)
2

F(z) =

rje je f(z) MOHHYAH TIOJHHOM CTENeHa N, & ¢ TO3UTUBHA KOHCTAHTA.
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Hexka je
F(z) = 2" +bia™ + - + by,

f(2)=2"4+a 2" '+ +a,

JTobujaMo cucTeM JIMHeApPHUX jeIHaYnHa,

2b1 =C
2b2 = caj + 2@2
2b3 = CQo

2b, = a,(1+ (=1)") + ca,_1
2b,11 = cay,

[Ipumerumo Jsia je —by 36up cBUX HyJIa MOYETHOT MOJUHOMA, 1A j& OH CUI'YyPHO Her-
arwBaH peajsian O0poj. Camum TuM, ¢ MOpa OUTH TO3UTHBAH. JemHAYNHE 00/ IMKA

2b9i41 = cay;
jenmHCTBEHO OJipel)yjy ag;, Ta ce YBPIITABAIHLEM ag; V je/IHAUnHE 00JINKaA
2[)21' = Cag;_1 + 2(121‘

Ha jeIMHCTBeH Ha4duH onpelyjy ag;—1. JeawHa moTeHIWjaJHA HEjeMHCTBEHOCT Ce
MOZKe JIECUTH KOJI MOC/Ie/IEhe je THAUNHe. Y OBOM CIyYajy pa3fBajaMo Ha JBe MOTYhHOCTH
y 3aBUCHOCTH O] TAPHOCTHU M.

1. 2|n
Tana ce a,_1 nojaBbyje camMo y jeiHAIMHA

2b, = a,(1 4+ (—1)") + can—y
a je OHO jeIMHCTBEHO ojipeheno 360r

2bn+1 = Canp

2. 2¢n
Tama nmamo
2bn = Clp—1

2b,1 = cay,
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OpaBjie jeauHCTBEHO ojpehyjeMo mocsie/iiba JiBa Koedunujenra, a u3 mUX U IIpe-
OCTAJIMX jeJIHAYUHA JIAKO oxpehyjemo octalie.

Hakme, jernHCTBeHO ¢MO ompeamtn cBe koedumnujente momunoma f(x). U3 Jleme
4.1 noqmrom F'(z) je XypBuros ako u camo ako je f(z) Xypsunos. lakme, u3 nper-
nocraske jga je F'(z) Xypsunos mobujamo ga je f(z) XypBuios, ma cy mo mHIyK-
TUBHO] XUIOTE3H TJIABHH MUHOPH XyDPBHUIIOBE MaTpuile moauHoma f(z) HO3UTHBHU.
[TocmaTpajmo cajia TiaBHe MUHOPe XypBHUIIOBe MaTpuie 3a nosmaoM F(z). Crapi-
jajyhu a = 5 mobujamo:

b 1. .0 0 --- a 1 0 0
D, — bg bg bl 1 .- __|aaz  aaq —+ ag a 1
b b5 b4 bg bQ cee| aa, aas + a4 aas aay + as

NzBnademem dakropa ¢ u3 HEHAPHUX KOJIOHA, HOC/E Yera ce OJ] HapHUX KOJOHA
Oy3WMa OHa UCIIPeJ e, da O ce Ha KPajy W U3 MapHUX KOJOHA M3BYKAO (akTop
a J100mjamo:

1 1 0 0 ce 1 0 0 0
as aap+as a 1 e as aa; a 1
Dk) = Q = Qa =
as aaz+ a4 aay aay+as - as aaz aas aap -+ ao
1 0 0 0
slas a1 a 1
= Q =

ay a3 aGy a1 + Go

Dk =a = ClkAk,1

ITo WHYKTUBHO] XUIIOTE3M, CBU A; Cy TIO3UTUBHH, T1a Cy U CBU D; mO3UTUBHY(IPBI
MEHOD je bamn a). [akme, jeqan cMmep je mokaszan. Anu y Apyrom cMepy 3HaMO Ja Cy
CBU MUHODPH, TIa u npBH, no3utuBHu. Jlaxme, 2b; > 0. CamuMm THM U ¢ U3 cuCTEMA
je Behe ox myste, ma u3 uumenune Ja je f(z) Xypsumos(a oH To jecte jep ¢y My 1o
IPETXOTHOM MWHOPH TMO3WTHBHY, a BayKW WHIYKTHBHA XHIOTEe3a) J00HjaMo U Jia je
F(z) Xypsumos. lakie, 06a cMepa €y moKa3aHa U JOKa3 je 3aBpIIEH. a
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Bamarak 2. Onucaru cBe MOHHYHe XYPBHUIIOBE HMOJHHOME Tpeher cremnena.

Pememe 2. TTocmarpajvo Xypeunosy marpuity noaunoma p(z) = 22 +az® +bx +c.

o o 9
S o=
o 2 O

Hoenn munopu cy pemom:

Alza
Ny =ab—c
Az =clab—c) .

Hake, momaaom p(r) = 22 + az? + bx + ¢ je XypBHUIOB aKO I caMo axo je:

a,c>0mb> <2
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5.3 IIpumene Payr-XypBHUIIOBOI KPpUTEPUjyMa

Ha kpajy oBor marypckor paja mnoxkazaheMo KoJimKo je XypBHIIOB KPUTEPUJYM 3a-
UCTAa KOPUCTAH Yy PEIaBarby pasHux MmpobdjemMa n3 MeXaHUuKe.

Bamarak 3. Ha cimiu 5.1 je jara mema Barona Koju MOXKe Jia ce Kpehe 1o muHama
Op3MHOM ¥ ca 4Hje 3a/ibe CTpaHe Ca HaJa3| ONpyra KoedHIHjeHTa eJacTHIHOCTH
k. 3a ciaobomaH Kpaj Ompyre Be3aHa je jeIHOOCHa MPUKOJANIA Mace m. Heka je
G nenrap mMace NpHKOJHUIE, a J MOJapHA MOMEHT HHEPIHje HPUKOJIHUIE Y OJTHOCY
Ha G. Hamucaru jeaHadmne KpeTama U OIPEJIUTH YCJIOBE aCUMTOTCKE CTaOMIHOCTH
cUCTEMA.

Cauka 5.1

Pemnteme 3. 3a noverak nanmcahemMo jeaHaduHy poraluje npuko/une oko G :

J$ = —caxcosp+ F(b—a) (5.1)
u Apyru IbyTHOB 3aKOH 3a IPUKOJIMILY Y HPABILY NAPAJIETHOM OIDPY3H:
d2
m@(:z: +asing) = —cx — Fcosy (5.2)

Y anmpokcuManuju MauxX yrjoBa go0ujamo ciaenehu nuneapuu cucrem:

Jp = —cax + F(b—a)

mi +mg = —cx — F



22 5. Kpurepujymu cTabuIHOCTHU JIMHEAPHUX CHUCTEMA

Emumunanujom F' U3 oBOT cHcTeMa JI00MjaMO jeIHAUNHY
m(b — a)@ + cbx + (ma(b—a) — J)p =0 (5.3)

OBo je jemHa jeHAYMHA ca JIBa cTelleHa cJ1000/e, JaKjie MOTpeOHA HaM je Hap jorr
jellHa Be3a ja OMCMO MOIVIM Ja peIuMo jeaHadunny. [locmarpajMo Tauky Ha cpeauHu
ocopuHe. Kako je ocoBuHa KpyTo TeJIO, IPOjeKInja Op3uHe Te TauKe Ha IpaBall 0CO-
BHHE MOpa OUTH UCTa KAo NpOojeKIinja Op3uHe NeHTPpa Mace TOYKa Ha IIPaBall OCOBUHE.
Anm kako TIpm poTanuju TOYKa Op3WHA IMEHTPa Mace TOYKa OCTaje OPTOTOHAJIHA Ha
paBall OCOBUHE:

zcosp+bp+vsing =0 (5.4)
[Tocsie muHeapusanuje 100MjaMo:

T4+ bp+vp =0

Cajia mMamo Tpu jeHadNHE, aJIH jOTIT YBEK HeMaMO KaHOHCKY 00JINK CHCTeMa, Trudep-
eHITMjaJTHUX jeHAYNHA KOjU HaM je nmorpeban ga oucMo npumenuan Payr-XypBuion
KPUTEPHUjYM. 3a TO YBOIMMO cMeHy & = u. Jludepennupamem jennadune (2) mo
BpeMeHy J100HjamMo

I .
Y= 7(1' + vp)
VBpIITaBabeM OBOT u3pasa y jenuaunny (1) mobujamo ciaemehin cucrem:
b—a)—J
mb— a)i + chr — U b“) )i+ v3) = 0

T4+bp+vp=0

Jla 6ucMmo oBaj CHCTEM CBeJIM HA JIMHEAPHU cucTeM JudePeHNNjaTHIX jeTHAYNHA Ca
TPU cTerneHa cj10bo1e yBOJIUMO CMeHy & = y u jJobujamo cjaegehu cucrem:

T=1y

. b (J —ma(b—a))v
y_m(b—a)2+J ( b2 (y‘l‘UsO)—cbx)

1
= T(yﬂw)

Jlobujin ¢cMO KaHOHCKM OOJIMK JimHeapHe judepennujasine jepnadune. Hbemy
ojropapa ciejeha 3 X 3 marpuna:
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0 1 0
A= —cb? (J—ma(b—a))v  (J—ma(b—a))v?
M@ bmO-a ) Hn(—al+))

0 5 b

3a KapaKTepUCTUYIHH MOJUHOM OBe MAaTpHIle T00HjaMo :

det(A —\) = P(\) =
= (m(b—a)* + )N + mv(b — a)\* + cb?>\ + cbv

Jlakse, OBO je TMOJIMHOM Ha KOJW MPHMeEIbYjeMO XVPBHUIIOB KPUTEPHUjyM. XVPBH-
[[0Ba MATPHUIA OBOT IOJNHOMA U3IJIEa OBAKO:

mv(b—a)
m(b—a)?2+J 1 0
chv cb? mu(b—a)
m(b—a)?+J m(b—a)?+J m(bflt)z)QJrJ
0 0 m(b—a)?+J

ITo BagaTky 2 3Hamo j1a je moJanHOM Tpeher crerena XypBHUIIOB aKO U CAMO aKO

mv(b—a) cbv 3
cy mb—a)?+J u mb—a)2+J IIOSUTUBHHU IITO J€ OYUTO TaYHO M aKO BazKH

cb? - cbv
m(b—a)>+J ~ mu(b—a)

IITO Ce HAKOH CKpalinBama CBOJIU HA
J < ma(b—a)

Jlakje, HAILIM CMO YCJIOB 33 ACHMITOTCKY CTAOMJIHOCT OBOr cucTema. PDusmuku
CMECA0 OBOT' YCJIOBA je Jia MeHTap Mace Mopa 6uTh GJuzKe ¢ojy oj came ocoBune(b >
@) ¥ J]a TOYKOBU MPUKOJIUIIE HE CMejy OUTH MPEBUIIE YIAAbeHU O TIEHTPATHE 0ce(YCI0B
OrPAHMYEHOCTH MOMEHTa WHEpIIuje).

3apgarak 4. 'upokommac je HeMarseTHN KOMITAC KOjH KOPUCTH POTAIN]Y 3€M/be
Jia ojipeiu reorpadCKu MOJI02Kaj U 3HAYAJHO je MPAKTUIHU)U O] MATrHETHOT KOMITACA.
UcnocTassba ce f1a ce KpeTame I’MPOKOMIACA MOYKe OMUCATH JiBeMa JudepeHInja-
HUM jeTHAUYMHAMA JIPYTOT pea:

1.7.1 + 2[)11:1 + (V2 — 92)1‘1 — 2QZL‘2 = X1

l.‘.Q —+ 2b2f2 + (1/2 — 92)1’2 + 291’1 = XQ

r7e je r1 BeJUWYINHa Cpa3MepHa YTy OTKJIOHA OJ PaBHH MEPHIMjaHa, To BapHjalinja
KOHCTPYKTHBHOT yriaa %, by, by > 0 KapakTepucTHaHu KoeHUIHjeHTH AUCHTATHBHIX

“TlojaM Be3aH 33 TUHAMEIKY EPOCKOIIA
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cuia, vV = g =0.001255"1, Q =Usinp, U = 7.29-107°s7! - Pppexsenunja

Rzemlje
poraruje 3emibe, p-reorpadcka mupuHa, a Xp, Xo wiaHoBu cremena seher ox 1 mo
1 U To.

Pememe 4. Hakon jinneapusainuje cucrema Moxkemo yseru X; = Xy = 0, na uc-
THM MOCTYIKOM Ka0 Yy MPETXOAHOM 3aJIaTKy HAJA3MMO KaPAKTEPUCTUYHU MOJTUHOM
MaTpHIle Koja onucyje oBy jaudpepennujaysny jeanadnny. Kako opje nmamo ¢azuu
IPOCTOP JUMeH3uje 4 , Hall MoJUHOM he OUTH cTeneHa 4 U OH U3IJIEe a OBAKO:

P(A\) = X+ 2(by + bo) N + 2(1* — Q% + byby + 2Q0%) N2+

‘|—2(b1 + bg)(l/z — 92))\ + (V2 — Q2)2 =0

[IpBa nBa MuHOpa XYypPBUIIOBE MATPHUIIE CY OUHUTJIETHO TO3UTUBHU, a PA3BUjamEM IO
1PBOj BpCTH j1006UjamMo Jia Tpehu MUHOD U3IJie/la OBAKO:

Az = 8(by + b2)*(1* — Q2 + biby + 207 (V? — O?)—

—4(by + by)? — 4(by + by)? (1 — Q*)?
= 4(b1 —|— b2)2(y2 — QQ)(ble ‘|’ 92)

Kako je Ay = (12—0?)2A3, Az > 0 je norpeba u J0BOJbAH YCJIOB 38 ACUMITOTCKY
craburnoct. Jlakse, cucreM je crabujian ako  caMoO akKo je:

v >

Jlakne, Kako je v muoro Behe ox U, cucreM rupoKoMIiaca je yBeK cTaOuJIaH.
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3akJpy4dak

Y 0BOM pajly cMO pa3MaTrpaJii YCJI0Be CTaOUIHOCTH Pelierha JIMHeapHuX JTudepen-
MHjaTHUX jeJHaYnHa W MpeacTaBuIm HokKa3 Payr-Xypsumosor kputepujyma. -
NOCTaB/ba Ce J1a, aKO JIMHeAPW3AIMjOM MPOU3BOJHPHOI CHCTEMa JIOOMjeMO JUHeapaH
CUCTEM 4Yuje Pelliethe 33/10B0/baBa XyPBUIIOB KDUTEPUJYM, T/ j€ U Pellehe HeJIUH-
eapHOT CHUCTEMa ACUMIITOTCKH CTAOUIHO. CJIMYIHO, aKO KAPAKTEPUCTHIHH MOJTHHOM
uMa 0ap jeJaH KOpeH ca TMO3UTHUBHUM PEATHUM JIEJI0M, HU PEIIerhe HeJHHeapHOr
cucTeMa CHUTYpHO HEje cTabmianHo. OcTaje jeIwHO €JIydaj KaJa WMaMO KODeHe ca
HETATUBHUM DPEAJHUM JIeJIOM W YHUCTO UMaruHapHe KopeHe. Taza He MoxKeMO ca
curypnoiithy TBpuTH Kako he ce noHaiaT HeJIMHEAPHU CUCTeM. Y HEKUM CJlydaje-
BUMa TY HaM Mozke momohu Jbanynos-MaJikunoBa Teopema, KOjoM ce HUCMO OaBUJIH
y OBOM pajy.

2Kejieo 61X 0BOM IIPUJINKOM JIa Ce 3aXBaJIUM CBOM MeHTOpY Jp Bopuciasy I'ajuhy
Ha CBeCP/JHO] MOMONM MpPHU CaBJaJaBamy IpaJnBa Kao W MOjoj MaMu JbubaHW Ha
nomohu mpu u3pagu aujarpama y codprsepy AutoCAD.

25






JIuteparypa

[1] V.I.LArnold, Ordinary differential equations, MIT Press, Cambridge, MA, 1973.

[2] B. ITanuh, Cmabuarnocm cmayuoHaprus Kpemara KpYmMuL meaa Ha nospuit U
dunamura xeamckoz kamena, Mactep pan, YauBep3urer vy Beorpamy.

[3] H.I'. Yeraen, Yemotuusocmo deuscenus, Tocrexusnar, 1946
[4] © .B.Bunbepr, Kypc areebpu , Uznareancrso MITHMO | 2019.

[5] JA.P.Mepkun, C.M.Baysp, A.JI.Cymupros, 3adawu no meopuu yemotuusocmu,
NucturyT kKoMibioTepHbIX uccaenoBanuit, Mocksa, 2002.

[6] Cpbosmyd Cumuli: Anasumuuka mexanuka: JunamMura, cmabuiHocm,
ougpyprayuje, ®TH Hosu Can, 2006

[7] Routh, E.J. A Treatise on the Stability of a Given State of Motion, Particularly
Steady Motion, Macmillan and co., 1877

[9] Hurwitz, A. Ueber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur Wurzeln
mit negativen reellen Theilen besitzt. Math. Ann. 46, 273-284 (1895).

[10] Strelitz, SH.: On the Routh-Hurwitz Problem, American Mathematical Monthly,
84(7), 1977, 542-544

27



